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1. Введение
Настоящую статью автор посвящает светлой памяти Андрея Борисовича
Шидловского к столетию со дня его рождения.
Пусть p — нечетное простое число, l  2 — натуральное число; функция
F (x) — периодическая с периодом 1, которая для любого натурального числа
m и a — взаимно простого с m; при любых вещественных x удовлетворяет
следующему функциональному уравнению
F (mx) = F (x) + F

x+
a
m

+ : : :+ F

x+
a(m  1)
m

: (1)
В частности, в качестве F при 0 < x < 1 можно взять функцию
F (x) = ln
 
1  e2ix = ln j2 sin xj   i(x);
а при 0  x < 1 — функцию (x) = 0; 5  fxg:
В настоящей работе дан вывод оценки полной рациональной арифметиче-
ской суммы вида
S(F ) = S

f(x)
pl
;F

=
plX
x=1
F

f(x)
pl

; (2)
где f(x) = anxn+: : :+a1x+a0 — многочлен с целыми коэффициентами an; : : : ; a1;
свободный коэффициент a0 — вещественное число и (an; : : : ; a1; p) = 1: В даль-
нейшем будем предполагать, что F (x) — ограниченная функция, jF (x)j  1; а
также, что F (x) является кусочно-непрерывной и кусочно-монотонной функци-
ей на периоде, т.е. F (x) удовлетворяет условиям утверждения теоремы Дирихле
о разложении функции в ряд Фурье.
Сформулируем основное утверждение настоящей работы.
Теорема 1. Пусть n  4; l  1 — натуральные числа, p — простое число.
Тогда справедливо неравенство
jS(F )j =
S f(x)pl ;F
  c(n)pl(1 1=n);
где
c(n) =
8>><>>:
1; если p(ln p) 2n=(n 2)  (2n)2n=(n 2);
(2n)2=n; если p(ln p) 2n=(n 2) < (2n)2n=(n 2); p  (2n)n=(n 2);
(2n)3=n; если n < p < (2n)n=(n 2);
(2n)3=n+1; если n  p:
Будем предполагать, что при l = 1 справедливо неравенство
S(F ) = S

f(x)
p
;F

=
pX
x=1
F

f(x)
p

 (n  1)pp ln p:
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2. Вспомогательные утверждения
Вывод теоремы 1 основан на следующих вспомогательных утверждениях.
Лемма 1. Пусть p — простое число, g(x) — многочлен с целыми коэффи-
циентами, a — корень кратности m сравнения g(x)  0 (mod p); и пусть u —
наибольшая степень числа p; делящая все коэффициенты многочлена h(x) =
g(px+ a): Тогда число корней сравнения
p uh(x)  0 (mod p)
с учетом их кратностей не превосходит m:
Доказательство. См., например, в [2], с. 55, лемма 2. 2
Лемма 2. Пусть p — простое число, f(x) = anxn + : : : + a1x+ a0 — мно-
гочлен с целыми коэффициентами, (an; : : : ; a1; p) = 1; и пусть u — наивысшая
степень числа p; делящая все коэффициенты многочлена g(x) = f(+px) f():
Тогда имеем 1  u  n:
Доказательство. См., например, [2], стр. 56, лемма 3. 2
Пусть p — простое число, l  2 — натуральное число,
f(x) =
nX
k=0
akx
k; (an; : : : ; a1; p) = 1:
Рассмотрим сначала случай, когда p превосходит степень многочлена f; т.е.
p > n: Представим сумму S

f(x)
pl
;F

в виде
S

f(x)
pl
;F

=
pX
=1
S; S =
plX
x=1
x (mod p)
F

f(x)
pl

: (3)
Имеем следующее утверждение.
Лемма 3. Пусть f 0() 6 0 (mod p): Тогда S = F

f()
p

:
Доказательство. Имеем
S =
pl 1X
y=1
y (mod p)
p 1X
z=0
F

f(y + pl 1z)
pl

=
=
pl 1X
y=1
y (mod p)
p 1X
z=0
F

f(y)
pl
+
f 0(y)z
p

: (4)
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Воспользуемся функциональным уравнением (1). Найдем
S =
pl 1X
y=1
y (mod p)
F

f(y)
pl 1

:
Повторяя эту процедуру l   2 раза, получим утверждение леммы 3. 2
Лемма 4. Пусть f 0()  0 (mod p): Тогда
S =
pl 1X
y=1
y (mod p)
F

f(y)
pl

p = p
pl 2X
y=1
F

f( + py)
pl

:
Доказательство. Из равенства (4) получим утверждение леммы 4. 2
Лемма 5. Пусть a > 1 и r; k — натуральные числа, 1  r  k; и
M(k) = max
m1++mr=k
rX
s=1
ams ;
где m1; : : : ;mr — натуральные числа. Тогда
M(k)  max fka; akg:
Доказательство. См., например, [2], стр. 56, лемма 4. 2
3. Примеры
1. Рассмотрим аналог суммы Гаусса
S(F ) = S

n2
pl
;F

=
plX
n=1
F

n2
pl

;
где p — нечетное простое число.
Имеем
S(F ) =
p 1X
=0
S; S =
plX
n=1
n (mod p)
F

n2
pl

:
Из леммы 3 при  6= 0 получим
S = F

2
p

:
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Пусть, теперь,  = 0: Пользуясь леммой 4, находим
S0 =
pl 1X
n=1
F

n2
pl 2

= p
pl 2X
n=1
F

n2
pl 2

= pS

n2
pl 2

:
Отсюда следует, что
S(F ) = S

n2
pl
;F

=
 
1 + p+   + p[(l 1)=2] p 1X
=1
F

2
p

+ F (0):
В частности, полагая F (x) = (x) = 0; 5  fxg; находим
S() = S

n2
pl
; 

=
plX
n=1


n2
pl

=
p[(l+1)=2]   1
p  1
p 1X
n=1


n2
p

+
1
2
:
2. Далее рассмотрим простейшую полную рациональную сумму с многочле-
ном степени k в аргументе функции F: Пусть p > k: Имеем
S(F ) = S

nk
pl
;F

=
plX
n=1
F

nk
pl

:
По аналогии с предыдущим примером представим сумму S(F ) в виде
S(F ) =
p 1X
=0
S; S =
plX
n=1
n (mod p)
F

nk
pl

:
При  6= 0 воспользуемся леммой 3 и условием p > k: Найдем
S = F

k
p

:
При  = 0 и l = l1k + r; 0  r < k; l1 = [l=k]  1 лемма 4 дает
S0 =
pl 1X
n=1
F

nk
pl k

= pk 1
pl kX
n=1
F

nk
pl k

= pk 1S

nk
pl k
;F

:
Отсюда получим
S(F ) = S

nk
pl
;F

=
 
1 + pk 1 +   + p(k 1)(l1 1) p 1X
n=1
F

f(x)
p

+
prX
n=0
F

f(x)
pr

В частности, имеем
S() = S

nk
pl
; 

=
p(k 1)l1   1
p  1
p 1X
n=1


f(x)
p

+
prX
n=0


f(x)
pr

:
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4. Доказательство теоремы
Рассмотрим только случай p > n: Будем вести индукцию по l: При l = 1;
воспользовавшись разложением F (x) в ряд Фурье и оценками А. Вейля триго-
нометрической суммы от многочлена с простым знаменателем, получимS f(x)p ;F
  max fp1=n; (n  1)p 0;5+1=n ln pgp1 1=n:
Далее будем рассматривать l  2: Пусть A обозначает множество корней срав-
нения f 0(x)  0 (mod p) : вычеты 1; : : : ; r по модулю p — различные корни и
m1; : : : ;mr — кратности этих корней. Имеем 0  m1 +   +mr  n  1: Множе-
ство оставшихся вычетов по модулю p обозначим B = Zp nA: Далее представим
сумму S(F ) в виде
S(F ) =
pX
=1
S = A + B; S =
plX
x=1
x (mod p)
F

f(x)
pl

;
A =
X
2A
S; B =
X
2B
S:
Рассмотрим сначала  2 B: Тогда по лемме 3 получим
S = F

f()
p

:
Следовательно,
B =
X
2B
F

f()
p

:
Пусть, теперь,  2 A и m = m() — кратность корня  сравнения f 0()  0
(mod p): Обозначим  = () наивысшую степень числа p; делящую каждый из
коэффициентов многочлена
f( + py)  f() = pg(y):
Отсюда, пользуясь разложением по формуле бинома Ньютона
f( + py)  f() = f 0()py + f
00()
2!
(py)2 +   + f
(m)()
m!
(py)m + : : : ;
находим, что 2    m+ 1:
По лемме 4 при l  2 для  2 A получим
S = p
pl 2 1X
y=0
F

f( + py)
pl

: (5)
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В частности, отсюда при l = 2 находим
S(F ) = p
X
2A
F

f()
p2

+
X
2B
F

f()
p

; jS(F )j  (n 1)(p+pp+1)  2(n 1)p:
Далее при  2 A возможны две ситуации: 1) l >  = () и 2) l  : В случае
1) по (5) имеем
S = p
 1
pl  1X
y=0
F

g(y)
pl 
+
f()
pl

= p 1S

g(y)
pl 
+
f()
pl

:
В случае 2) по (5) получим
jSj  pl 1  pl(1 1=n)p 1+=n:
Таким образом по предположению индукции имеем
jSj  p 1+(l )(1 1=n)max f1=2;min fp1=n; (n  1)p 0;5+1=n ln pgg =
= pl(1 1=n) 1+=nmax f1=2;min fp1=n; (n  1)p 0;5+1=n ln pgg:
Следовательно,
jS(F )j =
S f(x)pl ;F
 X
2A
jSj+ j
X
2B
Sj 
 pl(1 1=n)max f1=2;min fp1=n; (n  1)p 0;5+1=n ln pggJ + j
X
2B
Sj; (6)
где J =
P
2A
p 1+()=n:
При p  (n  1)pn=(n 2) оценим сверху сумму J: Используя неравенства
()  m() + 1;
X
2A
m()  n  1;
и лемму 5, находим
J =
X
2A
p 1+()=n  p 1+1=n
X
2A
pm()=n  p 1+1=nmax f(n  1)p1=n; p(n 1)=ng  1:
Наконец, из (6) получим
jS(F )j  pl(1 1=n)max f1=2;min fp1=n; (n  1)p 0;5+1=n ln pgg
X
2A
p 1+()=n+
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+

p 1X
=0
F

f()
p
+ (n  1):
Отсюда при p(ln p) 2n=(n 2)  (2n)2n=(n 2) имеем jS(F )j  pl(1 1=n); а при p 
(n  1)n=(n 2) — неравенство jS(F )j  c(n)pl(1 1=n); c(n) = (2n)2=n:
Рассмотрим случай n < p  (n   1)n=(n 2): Будем, как и прежде, вести
индукцию по l: При l = 1 и при l = 2 утверждение верно. Пусть l  3 и
утверждение верно для всех значений параметра, меньших l: Имеем
S(F ) =
X
2A
S +
X
2B
F

f()
p

: (7)
Пусть  2 A: Возможны два случая: 1)l > (); 2)l  (): В случае 1) находим
S = p
 1S

g(y)
pl 
+
f()
pl

:
По леммам 1 и 2 число корней  сравнения g0()  0 (mod p) не превосходит
m = m(:) Множество всех корней  обозначим символом A(); и пусть B() =
ZpnA():Определим многочлен h;(z) из соотношения p(;)h;(z) = g(+pz) 
g(); где  = (; ) — наивысшая степень числа p; делящая все коэффициенты
последнего многочлена от переменной z; причем   : Имеем
S =
X
2A()
S; +
X
2B()
S;;
где
S; = p
 1
pl X
y=1
y (mod p)
F

g(y)
pl 
+
f()
pl

:
Пусть  2 A(): Тогда
S; = p
 1
pl  1X
y=1
y (mod p)
p 1X
z=0
F

g(y + p
l  1z)
pl 
+
f()
pl

=
= p 1
pl  1X
y=1
y (mod p)
p 1X
z=0
F

g0(y)z
p
+
g(y)
pl 
+
f()
pl

=
= p
pl  1X
y=1
y (mod p)
F

g(y)
pl 
+
f()
pl

= p
pl  2 1X
z=0
F

g( + pz)
pl 
+
f()
pl

:
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Пусть теперь  2 B(): Имеем
S; = p
 1
pl  1X
y=1
y (mod p)
p 1X
z=0
F

g0(y)z
p
+
g(y)
pl 
+
f()
pl

=
= p 1
pl  1X
y=1
y (mod p)
F

g(y)
pl  1
+
f()
pl 1

=    = p 1F

g()
p
+
f()
p+1

:
Отсюда находим
S =
X
2A()
p
pl  2 1X
z=0
F

g( + pz)
pl 
+
f()
pl

+
X
2B()
p 1F

g()
p
+
f()
p+1

:
Далее воспользуемся предположением индукции. Получим
jSj 
X
2A()
pc(n)p(l  2)(1 1=n) + (n  1)pp+ (n  1) 

X
2A()
c(n)pl 2 (l  2)=n + (n  1)pp+ (n  1)  mc(n)pl(1 1=n) 2+(m+1)=n:
Отсюда, используя (7), имеем
jS(F )j  c(n)pl(1 1=n) 2+1=n
X
2A
mpm=n + (n  1)pp+ (n  1)  c(n)pl(1 1=n):
Это завершает вывод оценки S(F ) в случае 1). Случай 2) рассматривается так
же, как соответствующий случай при больших значениях p: Теорема доказана.
2
5. Заключение
В настоящей статье найден аналог оценки Хуа Ло-кена полной рациональной
тригонометрической суммы от многочлена см. [1]—[4].
Вывод этой оценки основан на функциональном уравнении [5], обобщающем
теорему Гаусса умножения для гамма-функции Эйлера. Представляют интерес
более точные оценки для многочленов специального вида.
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